Algebra liniowa II. Lista 2

Zadanie 1. Dano trzy macierze A, B, C € M;»,(K) oraz macierz D €
My, xm (K). Macierz A jest zbudowana w ten sposéb, ze wszystkie wiersze jej
wiersze za wyjatkiem k-tego i [-tego sa takie, jak odpowiednie wiersze macie-
rzy jednostkowej I, za$ A, = el a A; = e* . Macierz B ma wszystkie wiersze
za wyjatkiem k-tego rowne odpowiednim wierszom macierzy jednostkowej,
za$ By, = eF + fe!, gdzie 3 — pewien skalar . Macierz C' ma wszystkie wiersze
za wyjatkiem k-tego rowne odpowiednim wierszom macierzy jednostkowe;j
za$ Cy, = ve¥ | gdzie v jest pewnym niezerowym ska- larem.

Wypisz macierze A, B, C przyjmujac:n =4, k=1,1=3,3=3,v= —

Wykonaj mnozenia AD, BD, CD, gdzie D jakakolwiek macierz 4 x 3

Wykaz, ze iloczyny macierzy AD, BD, C'D mozna otrzyma¢ wykonujac
na wierszach macierzy D operacje elementarne. Zidentyfikuj je.
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Zadanie 2. Uzasadnij algorytm odwracania macierzy poznany na wykta-
dzie.

Zadanie 3. Niech #"(R) oznacza przestrzen wielomianéw stopnia co naj-
wyzej n nad R. Niech a € R iniech funkcjonat 6, € 2™ (R)* bedzie ,,braniem
wartosci wielomianu w argumencie a”, to znaczy, d,(w) = w(a),w € Z™(R).
Wykazaé, ze dla dowolnego ciagu (a; € R: i = 0, ...,n) réznych liczb, zbi6r
funkcjonaléw {d4,: ¢ = 0,...,n} stanowi baze przestrzeni dualnej 2" (R)*.
Wyznaczyé baze, w Z"(R), do ktérej wskazana baza jest dualna.

Zadanie 4. Dla kazdej pary u € R", v € (R™)* okres§lmy odwzorowanie
u®uv:R" - R"” wzorem:

u®v(x) =v(x)u.

Uzasadni¢ jego liniowos¢. Jak si¢ przedstawia macierz odwzorowania u ® v
w bazach standardowych? Niech ug, vo oznacza inng taka pare. Oblicz zto-
zenie: (up ®vp) o (u®@w). Niech uy, ..., u, oznacza dowolna baze przestrze-
ni R™ i niech w',...,u" oznacza baze do niej dualng. Jakie odwzorowanie
przedstawia wyrazenie u; ® u'fus@ul+-Fu,@u? Wykaz, ze kaz-
dy endomorfizm przestrzeni R mozna przedstawié¢ jako kombinacje liniowsg
odwzorowan postaci u; @ uw; , i,j = 1,...,n. Wykaz, ze odwzorowania te
stanowia baze przestrzeni endomorfizmdw.

Zadanie 5. Niech Cla, b] oznacza przestrzen funkcji ciagltych na przedziale
[a, b]. Wykazaé, ze przyporzadkowanie

()= {9 = [ fgteria
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jest iloczynem skalarnym w Cla, b].

(i) Niech fo(z) = 1, fi(x) = =, fo(z) = 22, f3(x) = 23. Wyznaczy¢ ciag
(9i) z clagu (f;) za pomoca procedury Grama—Schmidta zakladajac,
zea=-1ib=1.

(ii) Wykazaé, zbiér funkcji {1} U {cosnz:n = 1,2,...} U {sinnz: n =
1,2,...} stanowi uktad ortogonalny w C|—m,7].

Zadanie 6. Niech odwzorowanie T: R?> — R3 bedzie zadane za pomoca
macierzy
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Wyznacz wartoéci wlasne, wektory wlasne. Znajdz macierz B, ze B~'AB
ma postaé diagonalna.

Zadanie 7. Sladem macierzy A € M, xn(K) nazywamy wielko$¢ tr A :=
a11 + a2 + - - - + anpn. Wykazaé, ze

1. Jedli dodatkowo B € M,y (K), to tr(AB) = tr(BA).
2. Jedli B jest odwracalna, to tr(B~1AB) = tr A.

3. Jesli K = C, to tr A jest réwny sumie wszystkich pierwiastkow rowna-
nia charakterystycznego det(A — AI) = 0 z uwzglednieniem ich krot-
nosci. (Wsk: Skorzystaj z rozkladu Jordana).

4. Niech MY (R) oznacza przestrzen macierzy symetrycznych n x n

o wspdélezynnikach w R. Wykazaé, ze przyporzadkowanie (A4, B) +—
(A|B) := tr(AB) jest w tej przestrzeni iloczynem skalarnym.



